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を限って、以下、~ 1 では基本的な 1 次元の場合について、 ~2 では多次元の場合の
問題について、 ~3 ではノイズ付きの Allen-Cahn 方程式に動機付けられた問題につ








(ε 2 I W(uc) 刊 +7)ニ O
であることがわかるので、無限遠での条件をあわせて考えると R上、
W(uc) _; (U~)2 十一τ.:..::..:.. = 0 
であることがわかる.よって結局最小解は 1階常微分方程式
εu~ = f2前日=(1 -u;)/V2 
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を満たし、よって叫(x)= tanh( (x -c)/(ε必))(cは任意)がその解となる.この
とき Ee(Ue)は
Ee(Ue) =ぷ(U~)2 + ぞ=んε(U~)2
= (ω2W(ue) = {1J2前可ds三 σ(=竿)
JR J-1 • .) 
となり、 W のみによって決まる定数である.tanh((x-c)/(εV2))はx=cのε近傍
で-1から 1へ変化する関数であり、例えばcから 10εでも離れてしまえば数値的には
1 またはーl と思ってさしっかえない数になる.また C を固定して出(U~)2+吟叫)dx
をR上の測度として考えると、 ε→0としたときにはx=cに集中するデルタ関












































ては mとQのみに依存する定数Cが存在して、任意の Oく εく 1に対して最小性
から Ee(ue):; Cとなることが容易に示せる. 1次元の問題でもそうだったが、処
はε位の幅の界面領域以外は土lにちかい値であることが期待される.Ueに対し
てMe= {ue = O}とおき、以下のような仮定をしてみる.





fε'¥21Vd12 ， W(q) 
Ee(ue) ~ I /T'. 'c.J-ft ~(q') でγ 十一一JM"の近傍 2
勾~ fo f _l(イ(s/ε)2+ W(q(s/ε) d冗η lds~σ 比の曲面積
εJ-∞J{dニs}~ 












定理 1([9， 10， 15]) 0は有界でリプシツツ連続な境界をもっとする UEjは
EEi (uEJ = min f_ v=m E，ε(ν)かつんUEi= m、limj→∞εj= 0とする.このときあJO -
る部分列(再びjで書く事にする)とある有界変動関数 ([6])Uoが存在して、
(1) limj→∞10 IUEj - Uo 1 = 0で、 Uo(x)=土1がほとんど全ての点で成り立つ.
(2) 0 nδ{Uo = 1}は同じ体積比を分割する曲面の中で最小の曲面積をもっ.つ
まり任意のEcOでIEI-IO¥EI=mであるものに対して
1{n-l(o nθ{Uo = 1})三1{n-l(onδE) 
が成り立つ.ただし Q¥E= {xε01 x ~ E}である.
(3)η~7 では on 8{uo = l}は滑らかな曲面で、定平均曲率をもっ.その平均
曲率は limj→∞子で与えられる .η 三8では Onθ{Uo= l}は閉特異点を持
つ可能性があるが、その特異点のハウスドルフ次元は高々η-8である.
(4) 
J込jEE3(uεJ= 1{n-l(o nθ{Uo = 1}) 
が成り立つ.
(5) 
r Icj 1r7 12 W(uEJ J2EんはIVUEjl~ ーっアニ O
が成り立つ.
正確にいえばOnθ{Uo= 1}や OnθEの曲面積とは、それぞれ集合{Uoニ 1}、
Eの特性関数の Q内での BVノルムとして定義されるものである.しかしここで














(1) (内部での界面領域の強収束)(n nθ{UO = 1}) U (θn)の任意近傍の補集合
上、 Uejは 1または -1に一様収束する.




































/ム 2 . W(Ue川μ=民zばlV'uejl:l +つ~CJI)dx








らかであるかどうかは示していない.予想としては μと、 Onθ{Uo= 1}の曲面測
度が一致して(つまり O三 1が成り立つ)また界面は曲面積最小の場合と同じタ
イプの正則性を持つのではないかというものである.
予想、 Qは狭義で凸とする .Uε3は体積条件付きで Eejに関して安定であるとす




















































lim inf EC1 (ucJく∞?
J一→αコ
l担己f1んIlwl♂(D)く∞
とする.ここでん=一勺ムUCj十 W'(Uεj)/勺、 Ilfll~!1，P(D) 二ん (lfl P+ 1¥7 jlP)で、 p
はp>3を満たす数である.するとある部分列(同じ記号jを用いる)に対して
恨の列市川jl2+与中x(j = 1，2ぅ )はある誤!恥に収束するが、そ
。 。? ?
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Ut = Uxx - W'(u) +γη， [0， L]X [0， T]
をDirichlet条件U(O，t) = u(Lぅt)ニ Oで考えた.ここでηは2次元でのホワイトノ










説明できる(もう少々詳しくは [3]が簡潔に述べている).S(・)を [0ぅL]x [0， T]で
定義される関数空間上での汎関数で
rT rL 
S(u) =ミII (Ut -Uxx + W'(U))2 dxdt 




U(" T) = -US(.) 
とおく(ただし infを取る候補としての各Uは各時間で Dirichlet条件を満たす). 
つまり初期時間t=Oでは 1に近い安定解、そして最終時間t=Tでは -1に近い
安定解である無数の U の中で Sを最小化するのである.この値はある意味で 2つ
の安定解の聞を時間Tでスイッチするための最低コストであると考えられる.こ

























Z →x/ε t →t/ε2 
で置き換え、適当な有界領域、有界時間で考えた場合(よって Q、Tはここでは新
しく取り直したものである)、つまり
1 rT r (~ _ ~^ . W' ( U ) ¥ 2
SE:(U) =ァ 11 IεUt -εムU十一一一 1dxdt 




U はnX [0， T]でoNeumann条件を満たし、 U(.，O)= 1、U(・，T)ニー1であると
する.この川こ対して f= -csu+叫旦とおくと、
1 rT r <)~ ， <) 1 rT r ~ ， <) 1_<) SE: (u) ニ A~_ 1 I~ c~(Ut)~ 十 2印tf+ f~ dxdt = ~ 1 1 ε (Ut)~ + ~ f~ dxdt 





EE:(u(・，t)三SE:(U)' 0く tく T
であることがわかる.つまり SE:(U)は全時間におけるエネルギーの評価を与えるわ
けである.また、
I rt2 d _ ~ . "~ I rt2 r 
IEE:(u(・，t1))-Eiε(u(・，t2)1= 1 ;， EE:(u(・ぅt)dtl く 1 1_IUtfl dxdt I Jtl dt ~- c¥ -~， ) ~ 11 - ~ I -1tl J rl 
三;叫げf2工ん州2十;シ内向2d批Z
であるので、エ不ルギ一の全変動も 2Sε(卯U)で評価できる.さて、 εは小さいとし














N N L IEe(U(・ぅTk- d) -Ee(U(.， Tk十 d)I勾 σ乞発生(消滅)する界面曲面積
k=l k=l 








推論される.また最後のステップは IVdl= 1であること及び{d(・ぅt)= const}巴 Mt
であることから Co-areaformulaを使って計算した.これらから大雑把に言って
21r-1(MW)-r-1(h-川




















j(三 (U~( バ))2+ W(Uj(.， t)jεj)dx 
は収束する.その極限を μtとおく.





















定理8([8]) u εC∞([0， 1]X [0， T])でoNeumann条件を満たし u(・，0)= 1、
u(・，T)= -1であるものの中での Se(U)の下限を S;nfとおく.すると
である.
lim s~nf 二 σmin ( N + _1__) 
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